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有限要素法（FEM）とは？（１）
 解法の特徴：

対象とする構造物（or地盤）を、有限個の要素の集

合体に置き替えて解析を行う。

（それぞれの要素は数個の節点を持つ）

対象構造物の有限要素によるモデル化



有限要素法（FEM）とは？（２）

 近似解法のひとつ

→対象構造物に対して成立する偏微分方程式を、

節点変位に関する連立一次方程式に帰着させる。

（変位法）

    Kf 

節点外力 節点変位

連立方程式：

剛性マトリクス
・有限要素法で最も大事な概念
・例えば、地盤モデルで1000節点のモデル
の場合、2000×2000のマトリクスとなる。



有限要素法（FEM）とは？（３）
 解析処理の手順

プリ処理：要素分割データ（解析メッシュ）の作成

物性値、境界条件および荷重の設定

ソルバー：入力データに従い、剛性マトリクスを作成し、荷重

条件に従う連立方程式を解く

ポスト処理：変位、反力、応力およびひずみの出力

変位図、応力コンター図などの出力

プリ処理
・寸法・形状（メッシュ）
・物性値
・境界条件
・荷重条件

ソルバー
・有限要素法の心臓部
・多次元の連立一次方
程式を解く

ポスト処理
・解析値の出力
・ファイルへの保存
・解析値の図化



剛性マトリクス（バネモデル）（１）

マトリクスの積について

    BAC 

注意点1：積の交換法則が成立しない。（[A]と[B]の順序を変えると答が変わる）
注意点2：[A]の列数と[B]の行数が等しい場合に積が定義できる。

2行×2列のマトリクスの積

「計算できない」
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のベクトルの積

2行×2列のマトリクスと3行
のベクトルの積



剛性マトリクス（バネモデル）（２）

マトリクスの積について（続き）

マトリクスとマトリクスの積の考え方



剛性マトリクス（バネモデル）（３）

 

 

 

 

 

 

 

 1本のバネの剛性マトリクス

節点1 節点2
k (バネ定数)

f1
f2

u1
u2

f1,f2：節点外力
u1,u2：節点変位

(1)節点1および2にそれぞれu1およびu2の変位を与える。
(2)そのとき、バネにはk(u2-u1)の引張力が発生する。
(3)節点1と節点2におけるバネ反力と節点外力の釣り合いから、次式が成立する。

f1=-k(u2-u1) , f2=k(u2-u1) → f1=k･u1-k･u2 , f2=-k･u1+k･u2

(4)マトリクス表示をすると、次式を得る。
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剛性方程式 荷重ベクトル 変位ベクトル 剛性マトリクス



剛性マトリクス（バネモデル）（４）

 ２本のバネの剛性マトリクス
 

 

 

 

 

 

節点1 節点2 節点3
ka kb

f1 f2
f3

f1,f2,f3：節点外力
u1,u2,u3：節点変位

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2個の別々のバネに分解

u1 u2 u2 u3

ka kb

f1 f2a f2b f3

節点2
節点2の近傍

f2a f2b

f2

力の釣り合いを考慮すると、
f2=f2a+f2b → 後で使う

（f2aとf2bの力の方向に注意）



剛性マトリクス（バネモデル）（５）

 ２本のバネの剛性マトリクス（続き）
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f2=f2a+f2bを考慮足し合わせ
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荷重ベクトル
剛性マトリクス

変位ベクトル

バネkaの剛性マトリクス

バネkbの剛性マトリクス

1本のバネの剛性マトリクスを重ね合わせることで2本のバネの剛性マトリクスを作成できる。
→これが、有限要素法において要素剛性マトリクスから全体剛性マトリクスを作成する際の
一般的な手順となる。



弾性体の力学（１）
応力の概念
・物体内部に発生する内力であり、仮想面上での単位面積当たりの力（単位：kN/m2）
注意点：物体内部の位置と考慮する面の方向によって値が異なる
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一様な断面積の棒材の一軸引張についても、応力を定義する面の方向により、
せん断応力が発生したり、応力値が異なってくる。



弾性体の力学（２）

 ２次元問題での応力

y面

x

y

2次元問題では、x軸およびｙ軸
に直交する面で定義される3つ
の応力（σx,σy,τxy）を用いる。τyx

τxy

x面 σx

τyx

τxy

σx

σy

σy

τxy=τyx

σx：x方向の直応力
σy：y方向の直応力
τxy：せん断応力

図では直応力を引張を正で定
義（有限要素法における通例
の定義）



弾性体の力学（３）

ひずみの概念

・物体内部の変形の程度を表し、単位長さ当たりの伸び（縮み）あるいはズレで表す。
したがって、無次元量となる。応力と同様に、直ひずみとせん断ひずみがある。

F F

元の長さL
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δ：伸び量

F δ
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2次元問題でのひずみは、x方向直ひずみεx、y方向直ひずみεyおよびせん断ひ
ずみγxyの3つが用いられる。



弾性体の力学（４）
釣り合い方程式（２次元）

微小要素
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上記の2式より、以下の釣り合い方程式が
得られる。



弾性体の力学（５）

ひずみと変位の関係
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弾性体の力学（６）
応力とひずみの関係

σX

σY

(1)X方向ひずみ

(2)Y方向ひずみ

εXによって生じるy方向ひずみ（ポアソン効果）

(1)Y方向ひずみ

(2)X方向ひずみ

εYによって生じるx方向ひずみ（ポアソン効果）
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弾性体の力学（７）
応力とひずみの関係（続き）

2次元のフックの法則
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示される。

上式より、応力をひずみで表すと（応力を未知数として解く）、以下の応力とひずみ
の関係が得られる。（応力ひずみ関係はEとνの2つのパラメータで表される）
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弾性体の力学（８）

仮想仕事の原理

釣り合い状態にある変形体の各点に微小な仮想変位を与えたとき、この仮想
変位によって生じる外力のなす仮想仕事と内力のなす仮想仕事が等しい。

仮想仕事の原理の成立条件：
対象系の外力PXおよびPYと発生応力σX、σYおよびτXYの間で釣り合い式を満足し、仮想
系の変位u＊およびv＊と発生ひずみε＊X、ε＊Yおよびγ＊XYの間でひずみと変位の関係式を
満足することが必要となる。
ただし、応力とひずみの関係とは独立に成り立つ。

外部仮想仕事 内部仮想仕事

PX , PY ：X方向およびY方向の変形体表面に作用する外力
σX , σY , τXY ：変形体内部に発生する応力
u＊, v＊：X方向およびY方向の仮想変位（仮想系）
ε＊X , ε＊Y , γ＊XY ：変形体内部に発生する仮想ひずみ（仮想系）

      dxdydsvPuP XYYYXYX
＊＊＊＊＊
XYX 



有限要素モデル（三角形要素）（１）
 Nマトリクス（要素内変位と節点変位の関係）

2次元問題での有限要素のうち、最も簡単な三角形要素を例として、その有限要
素モデル化の方法を説明する。

有限要素法では、要素内部の情報（内部変位、応力やひずみなど）を全て節点変
位によって表す。まず、要素の内部変位を節点変位の関数として表すことが出発点
となる。三角形要素では、要素内変位が要素内で直線的に変化することとしてモデ
ル化される。（定ひずみ三角形要素）
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u：要素内のX方向変位
v：要素内のY方向変位

上式の係数α1~α5は、現在未定だが節点変
位と節点座標で表すことを考える。
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節点i,j,kは、反時計回りに定義される



有限要素モデル（三角形要素）（２）
 Nマトリクス（続き）
節点上において、節点変位と節点座標との関係が成立する。（右式）
この6式をα1~α6を未知数として解けば、α1~α6が節点変位と節点座標

で表すことができる。それを、先ほどの要素内変位の式に代入すると、
次式を得る。
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（要素内変位と
節点変位の関係）

（要素内変位）
 

ycxbaN

ycxbaN

ycxbaN

kkkk
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
（節点変位）

（形状関数）



有限要素モデル（三角形要素）（３）
 Bマトリクス（ひずみと節点変位の関係）

       
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要素内変位と節点変位の関係より、

ひずみと変位の関係より、

         

        
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上式より、ひずみを節点変位で表すと、

マトリクス表示をすれば、

     eB  
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（ひずみと
節点変位の関係）

（ひずみ）
（節点変位） （ひずみ－変位マトリクス, Bマトリクス）



有限要素モデル（三角形要素）（４）
 Dマトリクス（応力とひずみの関係）
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  XYXYXY

XYY

YXX

EE

E

E















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
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
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

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1 2







E

D

弾性体の応力とひずみの関係より、

マトリクス表示すれば、

         eBDD   （応力と節点変位の関係）

（ひずみ）（応力） （応力－ひずみマトリクス, Dマトリクス）

（平面応力）



剛性マトリクス（三角形要素）（１）

要素剛性マトリクスの誘導（１）
三角形要素の要素剛性マトリクス（1個の要素に対する剛性マトリクス）を誘
導する。三角形要素では、3つの節点を持ち、各節点で水平と鉛直の2つの自
由度を有するので、要素剛性マトリクスは6×6のマトリクスとして誘導される。
さらに、全体剛性マトリクスは、バネ要素の剛性マトリクスで述べたように、各
要素剛性マトリクスの共通な自由度を考慮しながら重ね合わせることで作成さ
れる。これについては、後述する。

 

 

















XY

Y

X





  









＊

＊
＊

v

u
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 

















＊

＊

＊

＊

XY

Y






X

  









Y

X

P

P
P

弾性体の仮想仕事の原理は、次式で表される。

マトリクス表示すれば、

ここに、

（仮想変位） （外力）
（仮想ひずみ） （応力）

      dxdydsvPuP XYYYXYX
＊＊＊＊＊
XYX 

         xdyddsPu
TT

  ＊＊



剛性マトリクス（三角形要素）（２）

要素剛性マトリクスの誘導（２）

外部仮想仕事として、仮想節点変位と節点力を考慮すれば、

 

 

































Yk

Xk

Yj

Xj

Yi

Xi

e

f

f

f

f

f

f

f

内部仮想仕事として、仮想ひずみと応力を考慮すれば、

 

 











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

















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＊

＊

＊

＊

＊

＊

k

k

j

j

i

i

e

v

u

v

u

v

u



ここに、

ここで、ひずみと節点変位の関係{ε}=[B]{δe}と応力と節点変位の関係
{σ}=[D][B]{δe}を考慮した。

（外部仮想仕事）

（内部仮想仕事）

（節点力） （仮想節点変位）

        e
T

e

T
fdsPu ＊＊ 

            dxdyBDBdxdy e

T

e

T

   ＊＊



剛性マトリクス（三角形要素）（３）

要素剛性マトリクスの誘導（３）

         0 ee

T

e Kf ＊

     ee Kf 

仮想内部仕事は、以下のように書ける。

仮想内部仕事と外部仮想仕事を等値すれば、次式を得る。

したがって、

ここに、[K]が要素剛性マトリクスであり、次式で表される。

            

        

    e
T

e

e

TT

e

e

T

e

T

K

dxdyBDB

dxdyBDBdxdy







＊

＊

＊＊










(節点力と節点変位の関係）

（要素剛性マトリクス）        dxdyBDBK T



剛性マトリクス（三角形要素）（４）

 全体剛性マトリクスの作成（１）

対象とする構造系全体の剛性マトリクスは、各要素ごとに要素剛性マトリクス
（6行・6列）を求め、それらの共通自由度を考慮しながら、全体にわたって重ね
合わせることで得られる。
以下では、三角形要素が2個からなる簡単な構造系を例題とし、全体剛性マ
トリクスの作成方法を説明する。

①

②

1

2

4

3

P

P

L

L

番号1～4    ：節点番号
番号①～②：要素番号

要素①：i,j,k=1,2,3
要素②：i,j,k=1,3,4

要素を定義する節点番号は反時
計回りに付番される

X

Y



剛性マトリクス（三角形要素）（５）

 全体剛性マトリクスの作成（２）

要素剛性マトリクス

        dxdyBDBK T

ここで、[B]および[D]ともに座標値x,yに無関係であることから、

       BDBK T （Δ：三角形要素の面積）

本例題の場合、Δ=L2/2, y1-y3=0, y3-y1=-L, y1-y2=L, x3-x2=L, x1-x3=-L より、マト
リクス[B]は、以下のようになる。

まず、要素①の要素剛性マトリクスを求める。

（要素①のBマトリクス）
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剛性マトリクス（三角形要素）（６）
 全体剛性マトリクスの作成（３）
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剛性マトリクス（三角形要素）（７）
 全体剛性マトリクスの作成（４）

要素①の要素剛性マトリクス
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次に、要素②の要素剛性マトリクスを求める。要素②のマトリクス[B]が次式
となることを考慮し、要素①と同様の計算を行う。

（要素②のBマトリクス）



剛性マトリクス（三角形要素）（８）
 全体剛性マトリクスの作成（５）

要素②の要素剛性マトリクス u1 v1 u3 v3 u4 v4
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要素①の要素剛性マトリクス（再掲）
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剛性マトリクス（三角形要素）（９）
 全体剛性マトリクスの作成（６）

全体剛性マトリクス

u1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4

：要素①の要素剛性マトリクス成分

：要素②の要素剛性マトリクス成分

節点荷重 全体剛性マトリクス 節点変位
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剛性マトリクス（三角形要素）（１０）
 変位と反力の計算（１）

剛性方程式の節点荷重および節点変位に既知量を代入する。ここで、節
点荷重の既知量は節点に作用する外力、節点変位の既知量は固定節点の
変位となる。

：既知の荷重
および変位

次に、節点変位の未知量を上部に移動させ、それに伴い節点荷重および
剛性マトリクスの位置を並べ替える。
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剛性マトリクス（三角形要素）（１１）
 変位と反力の計算（２）

変位の未知量を上部に、変位の既知量を下部に移動させ、並び替えを行
った剛性方程式

SYM

SYM

変位が未知

変位が既知

荷重が既知

荷重が未知

未知変位と既知変位に分けた剛性方程式から、変位および反力を算出す
る次式が得られる。



剛性マトリクス（三角形要素）（１２）
 変位と反力の計算（３）
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上記の式(1)の連立一次方程式を解くことにより、4つの未知変位を求めるこ
とができる。さらに、求められた変位を式(2)に代入することにより、4つの反力
を求めることができる。
その結果、変位はu3=u4=2P/Eおよびv1=v4=－2Pν/E、反力はfX1=fX2=－Pお
よびfY2=fY3=0が得られる。



ま とめ
(1)バネの力学
バネを例にとり剛性マトリクスの概念を説明し、単一要素の剛性マトリクスを重ね合わせるこ
とで全体剛性マトリクスが作成できることを示した。
(2)弾性体の力学
有限要素法で必要となる応力とひずみの概念を説明した。また、弾性体の2次元問題にお
ける基礎方程式が、①釣り合い方程式、②ひずみと変位の関係、および③応力とひずみの関
係の3つになることを示した。さらに、釣り合い方程式と等価となる仮想仕事の原理を示した。
(3)有限要素のモデル化
有限要素のモデル化は、要素内部の変位を節点変位で表すことから始まる。その結果、要
素内変位と節点変位の関係を表すNマトリクスやひずみと節点変位を表すBマトリクスが導か
れる。また、応力とひずみの関係から、Dマトリクスが得られる。
(4)要素剛性マトリクス
仮想仕事の原理を用いて、要素剛性マトリクスが得られる。要素剛性マトリクスは、Bおよび

Dマトリクスを用い、要素内座標値の積分の形で求めることができる。
(5)全体剛性マトリクス
要素剛性マトリクスを、全ての要素について計算し、それらを共通自由度を考慮して重ね合
わせることで、全体剛性マトリクスが得られる。
(6)変位と反力の計算
全体剛性マトリクスを用いた剛性方程式を、未知変位と既知変位により並び替えを行い、未
知変位の自由度に対する連立方程式を解くことで、変位が求められる。さらに、既知変位に
対する式から反力が求められる。


